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On considere le probleme de I’existence et de I’unicitd des solutions de problemes 
aux limites non-elliptiques pour des operateurs differentiels lineaires et elliptiques 
dans le cadre des espaces de Sobolev. Nous nous proposons de montrer comment 
on peut resoudre ce probleme en considerant une variable auxiliaire decrivant le 
cercle unite; methode inspike de celle de Agmon-Nirenberg, dans la presentation 
de Fujiwara. On montre que ce probleme est equivalent a un probleme d’indicefini 
pour des operateurs differentiels linbaires et elliptiques, lorsqu’on a ajoute une 
variable du cercle unite. 
Soit R un domaine borne d’un espace euclidien R”, fi &ant une variete 
compacte a bord r de classe C”O, de dimension n. 
Soient A un operateur differentiel lintaire d’ordre 2m et a coefficients 
indefmiment differentiables dans 6 et B‘= {Bj},‘=i’ un systeme de m 
operateurs pseudo-differentiels frontiere Bj d’ordre mj et a coefficients 
indefiniment differentiables sur r. 
On considke le probleme aux limites suivant: Pour des fonctions f et 
4 = (40, ff$,..., $,,- ,) dtfinies dans R et sur r respectivement, trouver une 
fonction u dans R telle que 
I (A + A) u =f dans ~2, Bu=$ c*> sur I-, 
ou L est un nombre complexe. 
Dans cet article, on etudie le probleme de I’existence et de I’unicite des 
solutions de (*) dans le cadre des espaces de Sobolev lorsque (I] tend vers 
$00. Pour cela, on utilise une mithode due h Agmon et Nirenberg (cf. [S]), 
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dans la prisentation de Fujiwara [4]: Soit S = R/2nZ. On introduit la 
variable auxiliuire y E S et l’opkateur diffkentiel linkaire 
a 2m 
ii0 =A + (-l)meie--rr;; 
% 
(B=arg;i) 
dans R X S; et on considkre au lieu du problkme (*) le problkme aux limites 
suivant: Pour des fonctions f et q= (&, $, ,..., T,,-,- ,) dkfinies dans Q x S et 
sur r x S respectivement, trouver une fonction zi dans R x S telle que 
&lT=f dans Q x S, 
Bu’=T 
(“1 
sur r X S. 
Le rtsultat fondamental de cet article, qui gknkralise le thkorkme 15.4 
d’Agmont 111, est le suivant (cf. paragraphe 1, thkorkme t corollaire): 
Sous FhypothPse que i’opt!rateur 2, est proprement elliptique dans fi x S, 
on a pour )A / assez grand un thiorime d’existence t d’unicitl des solutions 
du probEme (*) si et seulement si le probl2me (“) est i indice. 
En utilisant le noyau de Poisson p(0) du problkme de Dirichlet pour 
l’opkateur /I,, on peut ramener l’ltude du probleme (%) i celle d’un systkme 
d’optrateurs pseudo-diffkrentiels p(6) = Bp(‘(B) sur le bord r X S; en 
particulier, le problltme (“) est ti indice si et seulement si l’opkrateur (6’) est 
i indice. Nous sommes alors amen& i ktudier cet opkrateur F(6). C’est ainsi 
que l’on peut utiliser la thitorie des opirateurs pseudo-diffkrentielles 
dkgtnkr6s pour obtenir des conditions nkessaires et suffisantes pour que 
T(0) soit 1 indice. Au paragraphe 4, on considitre comme exemple le 
problkme de la d&-ivie oblique pour un opkrateur diffkrentiel uniformtment 
elliptique du second ordre (m = 1); et on donne une condition nitcessaire t 
sufisante pour l’existence et l’uniciti des solutions avec perte de (1 - 6)- 
dltrivles (0 < 6 < 1) par rapport au cas coercif, en utilisant une carac- 
tkrisation de la sous-ellipticite’ pour des oplrateurs pseudo-diflkentiels due a 
Egorov [ 3 ] et i Hiirmander [ 71 (cf. paragraphe 4, thiorkme 11). 
Je tiens B remercier ici B. Helffer pour l’int&Zt constant qu’il a porti: ri 
mon travail ainsi que les conseils et les remarques qu’il m’a prodiguks. Je 
remercie aussi J. Camus dont les suggestions m’ont permis d’obtenir une 
version plus gknerale du corollaire. 
Le plan de cet article est le suivant: 
I. &non& des rtsultats. 
2. Dkmonstration du thkorime. 
3. Dtmonstration du corollaire. 
4. Application (m = 1). 
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1. BN~NCB DES RBSULTATS 
On associe au probleme (*) l’operateur lineaire non-borne et fermk 
%(A): W-‘(R) -+ EZ-*“‘(Q) @ nFcO’ Hs-mj-V2(T) (s > 2) donne par: 
(a) Le domaine de definition de VI(A) est o(VI(A)) = {u E HS- ‘(R); 
(A + A) u E H’-‘“(Q) et Bju E HS-mj-1’2(r> (0 <j < m - l)}. 
(b) %(A) u = ((4 + A) U, Bu) pour toute u E o(%(A)). 
Ici H’(M) dlsigne l’espace de Sobolev sur M d’ordre s. 
De meme, on associe au probleme (z) l’operateur lineaire non-borne et 
fermt; (a(0): HS-‘(Q x S) + Hs-2m(f2 x S) GJ ny=J,’ HS-mj-v2(r x S) donne 
par: 
(5) Le domaine de definition de a(0) est o@(e)) = (GE Hs-‘(Q x S); 
2,z.i E Hs-2m(Q x S) et B,u’E Hs-“‘j-i’*(T x S) (0 <j < m - l)}. 
(6) B(0) u’ = (Jar& BC) pour toute u’ E opTi(e 
Rappelons ici la 
DEFINITION. Soient X et Y deux espaces de Banach et T: X+ Y un 
operateur lineaire non-borne et ferme. On dira que I’operateur T est 6 indice 
si la dimension du noyau N(T) de T est finie et si l’image R(T) de T est 
fermee dans Y et de codimension finie; l’indice Ind T de T est alors defini 
par: 
Ind T = dim N( 7) - codim R( 7). 
On peut maintenant Cnoncer le 
THBORI~ME. Soient 19 E [E, 27~ - E] auec 0 < E < n et s > max(2m, m, + 1, 
“f, + l,..., m,-,+ 1). On suppose que l’ophateur Z-e = A + (-1)" 
ele ?“/ay’” est proprement elliptique dans fi x S. 
Alors les assertions suivantes sont kquivalentes: 
(i) L’oph-ateur (n(e): Hs-‘(Q x S) + Hs-““(a x S) @ n&’ 
Hs-mj-v2(T x S) est ci indice. 
(ii) Pour tout A = rZmeie auec r > 0, l’ope’rateur ‘?I@): Hs- ‘(a) -+ 
Hs-*“(8) @ ny=!’ Hs-mj-w2(IJ est d’indice z&o et il existe une constante 
R’ > 0 telle que, pour tout A’ = 12”‘eie vt!riJiant 1 E Z et )k’ 1 = 12m > R’, 
l’optfratew I!l(n’) soit bijectif et que, pour toute u E D(‘?l@‘)), on ait: 
Il4I~s-qn) +Iw’lI412q*~ 
< C(e)’ + A’) u II&(n) + IV-2m lItA + A’) d&n, 
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avec une constante C(0)’ > 0 dkpendant de 8. 
Remarque. Puisqu’on a formellement 
Ind 8(B) = gz Ind U(IZmeie) 
(cf. paragraphe 2, propositions 4 et 9), on voit d’apres le theoreme: 
Ind ai(S) < co 3 Ind ‘Ir(0) = 0. 
Dans le cas “sous-elliptique,” on peut generaliser le theoreme sous la 
forme suivante: 
COROLLAIRE. Sous les hypothkes du the’or&me, les assertions suivantes 
sent kquivalentes: 
(i) D@(0)) cHS-‘+6(Ll X S) pour 0 < 6< 1 et ropkrateur a(0): 
Hs-‘+6(12 x S) --t ~I?-~“(Q x S) @ m?!;’ Hs-“‘-“2(T x S) est ri indice. 
(ii) Pour tout 1 = rZmeiO avec r > 0, D(ZI(A)) c Hs-’ + “(J2) er 
I’ope’rateur rU(A): H’-” “(f2) --) fF2”(12) @ n,r!;’ H”-mj-“2(ZJ est d’indice 
z&o; et il existe me constante R > 0 telle que, pour tout ;i = r2”‘ei0 vtfrrifiant 
/A/ = rlrn 2 R, l’opkrateur %(A) soit bijectifet que, pour toute u E D@(A)), on 
ail: 
il4l:,s I-qo, + lw-s /lu/l;2(~) 
avec une constante C(B) > 0 dkpendant de 8. 
Remarque. Ce corollaire contient les theoremes 4.1 et 5.1 de Agranovic 
et ViSik [ 2) comme cas particulier (6 = 1). En effet, il sufftt de remarquer 
que l’assertion (i) ci-dessus est vraie pour 6 = 1 si et seulement si la 
condition II de ]2] est verifiee (cf. [8]). 
2. DEMONSTRATION DU THI~OR~ME 
(1) On va ramener l’etude du probleme (*) a celle d’un systeme 
d’operateurs pseudo-differentiels sur le bord (cf. [ 12 1). 
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Ae &ant proprement elliptique dans fi x S, saris perte de generalitt, on 
peut supposer (cf. [S]) que, pour tout A= rzmeie avec r > 0, le probleme de 
Dirichlet 
( (A +A)u=f dans a, 
admet une solution unique u dans ZIP(~) (s ) 2m) pour toutesfE Hs-2m(Q) 
et rp = (cpo, vl,..., ~0,~ r)E W’J,’ IT-‘- V2(T), les 8)&j designant la derivee 
d’ordre j suivant la normale unitaire exterieure a r. On definit le noyau de 
Green G(A): HSPZm(R)+ H’(0) et le noyau de Poisson P(A) = (P,(A), 
P,(A),..., I’,,- ,(A)): ny=;’ H’-j-“*(T) -+ H’(R) (t E R) par les relations 
suivantes: 
(A + A> W)f=f 
$ (W)f) 1 = 0 
( (A +n)P&O 
dans R, 
surr, O<j<m- 1. 
dans Q, 
i . $CpCA).) 1 =(Pj 
surr, O<j<m- 1. 
r 
On obtient facilement la 
PROPOSITION 1. Soient I = rZmeie auec r>O et s>max(2m,m,+ 1, 
m, + l,..., m,-,+ 1). Pour des fonctions f E Hs-2m(0) et $ E 
ny~~’ Hspmj- l/*(r), 1 i existe une solution u E H’(Q) (t < s) du problsme (*) 
si et seulement si il existe une solution cp E nyE;’ H’-j-“*(T) de I’Pquation 
de Fredholm 
T(A) (o = BP(L) cp = 4 - BG@) f sur r. (**) 
Notons que T(A) = (BjPk(~))o~j,k~m-, est un systeme d’opkateurs 
pseudo-differentiels sur le bord r, le BjPk(A) &ant d’ordre mj - k (cf. 151). 
On associe i l’tquation (**) l’operateur lineaire non-borne et fermi’ a(A): 
ny:t HS-‘-“‘(T) --P ny:,’ Hs-mj-1i2(r) (s E R) don& par: 
(a) Le domaine de definition de 6(k) est o(kT(A)) = (cp E 
ny:i HS-j-3/2(I’); r(A) CJI E ny:i HS-mj-1’2(r)}. 
@) k?(A) cp = T(A) rp pour toute (0 E D(K(A)). 
D’aprb la proposition 1 avec t = s - 1, on a (cf. [ 10, thtoreme 2.21): 
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(I) Le noyau N@(d)) de %(A) est de dimension finie si et seulement 
si le noyau N(B(A)) de K’(1) est de dimension finie; et dim N(B(1)) = 
dim N(B(1)). 
(II) L-image R@(A)) de ‘%(A) est fermke si et seulement si l’image 
R(F(1))) de F(1) est fermke; l’image R(Zl(1)) est de codimension finie si et 
seulement si I’image R(F(A)) est de codimension finie: et codim R(%(;O) =- 
codim R(F(d)). 
(III) L’opkrateur %(A) est ti indice si et seulement si l’opirateur g”(A) 
est g indice; et Ind %(A) = Ind T(k). 
(2) Pour irtudier le comportement de l’oplrateur K(A’) (1’ = 12”‘eiB avec 
I E 2) lorsque 11’1 = 1’” tend vers +a~, on utilise une mkthode due i Agmon 
et Nirenberg (cf. 181), dans la prksentation de Fujiwara 141. 
Sans perte de g&&alit& on peut supposer que. pour BE (E, 2n - t: j 
(0 < c < n). le problkme de Dirichlet 
dans 0 x S, 
sur TXS, O<j<m-1 
0) 
admet une solution unique G dans H’(R x S) (t E R) pour toute 6 = 
(&I, cp, ?...3 @,,_ ,) E nJ”:i H’-j-“*(T x S). On dlfinit le noyau de Poisson 
P(B) E (&o(O), p,(B),..., p,,-JO)): a?:;’ HI-‘- “‘(i-x S) -+ H’(R x S) par 
k? = p(B) @. L’oplrateur T(0) E BP(B) = (Bj~k(B))Osj.kGm-, est un systkme 
d’opkrateurs pseudo-diffkrentiels sur le bord r x S, le B,P,(B) itant d’ordre 
mi-k. 
On introduit un optkateur liniaire non-borni et fermi g(B): 
[-I?=, H’m’p3’2(T x S) -+ njm;i H”-“j-V2(T x S) (s E R) de la man&e 
suivante: 
(a’) Le domaine de dkfinition de g(0) est D(p(8)) = (GE 
1-17 ,,’ H”~-j- 3i2(r x S); T(d) tj E ny:,’ Hs-“‘-1’2(T x S)}. 
(J7) T(S)@ = T(T(B)g pour toute @ E D(g(B)). 
De faGon analogue i la dirmonstration des r&hats (I), (II) et (III), on 
obtient: 
(7) Le noyau N(a((P)) de ‘Ir(0) est de dimension finie si et seulement 
si le noyau N(B(8)) de g(8) est de dimension finie; et dim N@(6)) = 
dim N(a(8)). 
(2) L’image R@(e)) de a(B) est fermke si et seulement si l’image 
R(%(@)) de F(S) est fermle; l’image R@(s)) est de codimension finie si et 
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seulement si l’image R(g((8)) est de codimension linie; et codim R@(O)) = 
codim R(g(6)). 
(1%) L’operateur a(0) est i indice si et seulement si l’operateur d(0) 
est a indice; et Ind a(S) = Ind 8((e). 
On va montrer les relations entre les operateurs T(0) et T(A). 
LEMMA 2. Soit A’ = lZmeie avec 1 E Z. Pour toute cp = (rp,,fp ,,..., 
rp,- I) E ny:i g’(r), on a: 
m-l 
F(‘(e)(q @ eiry) = T(A’) rp @ eily duns n W(r x S). 
j=O 
DPmonstration. Comme g’(r) = U,,,H’(~, on obtient rp E 
ny;; p-j- v2(r) pour un t E R, et par definition on a 
P(A’) cp @ eib E H’(R x S), 
Xe(P(A’) cp 0 ei’y) = ((A + nl) P(Z) (p) @ eily 
=o dans R x S 
et 
f (P(A’) rp 0 eiry) / = qj @ eily* sur TX S, O<j< m = 1. 
rxs 
D’apres l’unicite des solutions du probltme de Dirichlet (6), on en deduit 
P(S)(q @ eiry) = P(d’) rp @ eily dans H’(0 x S). (3) 
D’ou 
T(e)(rp 0 eiY) = BP(e)((o 0 eiry) 
= BP(A’) (0 @ eily 
m-1 
= T(A’) cp @ eily dans n W-“j- “*(r x S). c.q.f.d. 
j=O 
LEMME 3 (cf. [4]). Soit M = r ou bien M = Cl. Si t > 0, on a pour toute 
cp E H’(M x S): 
fj? = 2: fp, @ eily 
IS2 
dans H’(M x S) 
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acec ‘p, E H’(M) et 
l’P’liwfXS~ 2 y- h4mf~ + (1 + ~*)‘/&rt,) 
le2 
= I~l:r,o, +lsw (4) 
lci I lc,.o, (resp. 1 lCO,,,) designe la norme darts L’(S?; H’(M)) (resp. 
H’(S,.; L*(M)) et le symbole x designe des normes equivalentes. 
Dkmonstration. En considerant le double h de R, on peut supposer que 
M est une variete compacte saris bord, car H’(Q x S) (resp. H’(B)) comcide 
avec l’espace des restrictions g 0 x S (resp. Q) des elements de H’(fi x S) 
(resp. H’(d)) (cf. 181). 
Soient Ix, JnEN les fonctions propres de l’operateur de Laplace-Beltrami 
--A,, sur M: 
-4x,, =4,x, (A,>O), n=l,2,..., 
les x, etant orthonormalisees dans L’(M). Rappelons alors que les fonctions 
propres lx, 0 ei”l,EN,IEZ (resp. {xn},,& de l’operateur (-A. - a’/@‘) (resp. 
-A,,) “engendrent” l’espace Q’(M X S) (resp. G’(M)). Plus precisement on 
a: 
I 
1 H’(MxS)= ~fV’(MxS);~(1+d,t~2)f/a,,/‘<ooj. 
n.1 
(a,,] etant les coefficients de Fourier de 6 relativement a (x,, @ e”,). 
H’(M) = 
I 
cp E @‘(M); 2: (1 + A,)’ \a, 1’ < 00 , 
n i 
{a,} &ant les coefficients de Fourier de q relativement a ix,,}. 
Soit (p’ = En,, an,xn @ eily dans H’(M x S). En posant (o, = C, a,,x,* et en 
utilisant l’intgalite: 
+I(1 +A,)‘+(1 tr’>‘]<(1 +/I,, -t-*y 
<2’[(1 +A,)‘+(1 +I:)!]. 
on obtient alors: 
z 2: (1 + A,)‘)a,,J* + \‘ (1 t I’)’ la,,i’ 
n-1 t7.l 
580.43/2 3 
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= t: (I rp, ILI) + (1 + v l(41122d I 
= Id:t.o, +Id:o.,, * c.q.f.d. 
On &die des relations entre les noyaux N(??(f?)) et N(d(A’)) lorsque 
A’ = 12”eie avec 1 E 2. 
PROPOSITION 4. Les assertions suivantes sont 6quivalentes: 
(i) dimiV(g(0)) < co. 
(ii) (a) Pour tout A’ = lzmeiO vtkifiant 1 E Z, on a: 
dim N(g(A’)) < 03. 
(b) I1 existe un ensemble jini I de Z tel que, pour tout I’ = lImei 
ve’rflant 1 E Z\I, on ait: 
dim N(d@‘)) = 0. 
De plus, dans ce cas: 
N(b(t9)) = @ N(&T(lZ”eie)) @ eily. 
lel 
dim N(g(t9)) = c dim N(d(l*“eie)), 
ISI 
De’monstration. D’aprh le lemme 3, on a pour toute @E J-JYO 
Hs-j-W(rx s): 
m-l 
(i = C pl @ eily dans n HS-j~3’Z(T x S) 
I j=O 
avec cp, E JJ:, ITj-“‘(T). En utilisant le lemme 2, on dkduit que 
4 E iV(g(0)) si et seulement si cp, E N(~(l’meiB)) pour tout 1 E Z en vertu de 
l’uniciti: du dtveloppement de Fourier. Par conskquent on a (formellement): 
N(g(8)) = @ N(K(lzmei”)) @ eily, 
IEZ 
d’oti la proposition, car les espaces N(~(12”eie)) @ eily sont linkairement 
indipendants. c.q.f.d. 
On Ctudie des relations entre les images R(g(8)) et R(B(A’)) lorsque 
A’ = 12”‘eie avec 1 E Z. On obtient d’abord le 
LEMME 5. Si l’image R(&?(O)) de g’(8) est fermPe dans 
THbORkME D’EXISTENCE ET D’UNICITf: 175 
rI~rdo’ HS-mi-“Z(T x S), alors, pour tout I E Z, I’image R(F(12”‘eiH)) de 
F((12mei”) est ferde dans ny~~’ Hs-“‘i-“*(ZJ. 
Dimonstration. Soit 1 E Z tixe et supposons que q(h) E D(~(l*“‘e’*)j et 
que T(12”eiB) (D(” -+ vClr dans nyco’ HS-mj-‘/2 (I) lorsque k--t +a~. En posant 
6th) = (p(k) @ eib, on en deduit que FCk’ E D(g((B)) d’apris le lemme 2 et que 
Ti;(,yj gj(k) = qpeie) p(k) @ eib’ + v, @ eib dans J-J& Hs-mi- “2(r x S) 
lorsque A + fco. Par hypothese il existe (o’= C, q,, 0 ei”Y E D(F(S)) tel que 
T(Q) (p = v, 3 e”‘; done wI @I eily = C, T’(nzmeie) (D,, $$ e’“” d’apres le lemme 
2. D’ou ‘+!I’, = T(12”eiB) cp, E R(K(/*“‘e”)) en vertu de I’unicite du divelop- 
pement de Fourier. c.q.f.d. 
Pour etudier codim R(K(8)) et codim R(F(1’)) (I’ = lZmerH avec I E Z). on 
aura besoin du 
LEMME 6. Soient M une varie’ti compacte saris bord de classe C’ et T 
un opt?ateur pseudo-diffGentie1 d’ordre d sur M. 
On d$?nit un op&ateur lihaire non-bornt? et fermi B: H” ‘(M) -~-t 
H”-“(M) (s E R) de la man&e suivante: 
(a) Le domaine de deinition de K est D(E) = (q~ E HS.- ‘(M); T~J E 
H’ “(M) 1. 
(,!I) Y~I = Tcp pour toutte q~ ED(F). 
Alors radjoint F*: H-s+d(M) + HmSt’(M) de F est don& par: 
(7) Le domaine de d@nition de 4” est D(F*) = (w E H-“‘d(M): 
T;y/E H- “‘(M)), oti P est l’adjoint formel de T dans L*(M). 
(6) F-“v/ = T*ty pour toute ye E D(F*). 
Dimonstration. (i) Soit v/E D(B*). P ar d f ‘t e mi ion, on a pour toute o E 
‘I’(M) c D(F): 
D’ou T;v/ = E*Ic/ E HPS+‘(M). 
(ii) Inversement, supposons que v E Hdstd(M) et T”‘+Y E H-” ‘(M). 
D’apris la remarque qui suit le lemme 1.4.5 de Hormander 151, il existe une 
suite {‘Yj],je, c g?(M) telle que vj-+ ‘,u dans Hesid(M) et T’vi -+ T*v dans 
H ~“‘d(M) lorsque j- +CO. De meme, pour toute o E D(B), il existe une 
suite {ok}keN cQ(M) telle que ok +o dans H’-‘(M) et TV, + TV dans 
H’-‘(M) lorsque k --* +a~. 
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On en dkduit: 
D’oi tp E D(fF*) et F*w = r*iq. c.q.i.d. 
En utilisant le lemme 6, on peut caractkriser le noyau N(8(8)*) de g(0)* 
et le noyau N(B(l)*) de a(n)*. 
COROLLAIRE 7. Soit A = rZmeia avec r > 0. On a alors: 
i 
m-l 
A@(e)*) = 9 E n HvStmj+ '/*(T X S); T(e)* i+? = 0 
I 
. 
j=O 
I 
m-l 
N@-(a)*) = ly E n H-s+mj+l'*(r); T(a)* y = 0 . 
j=O I 
Le lemme 2 permet d’obtenir pour les opkrateurs p(0)* et T(n’)* la 
relation suivante: 
LEMME 8. Soit A’ = 12mei@ avec 1 E Z. Pour toute y = (w,, y, ,..., 
ympl) E )-JyLt O’(r), on a: 
m-1 
T(e)* (ty @ ei’y) = T(A’)* w @ eily duns n a’(r x S). 
j=O 
Dkmonstration. Pour tous cp E ny:i a(I’) et k E Z, on obtient d’aprks 
le lemme 2: 
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D’autre part, on a: 
En remarquant que l’ensemble (u, @ eiky; (o E my;’ ‘Y(r) et k E Z) est 
dense dans n:-;’ I/(T x S), on obtient done 
dans 7 1’ 2”(r x S). c.q.f.d. 
j- 0 
D’aprk le corollaire 7 et le lemme 8, en raisonnant comme dans la 
dkmonstration de la proposition 4, on obtient la 
PROPOSITION 9. Les assertions suivantes sont kquivalentes: 
(i) dim N(T(t!9)*) < co. 
(ii) (c) Pour tout 1’ = 12meie vf%jTant 1 E Z, on a: 
dim N(F(L’)*) < co. 
(d) II existe un ensemble Jini J de Z tel que. pour tout A’ = lZmeiH 
vtfrfiant 1 E Z\J, on ait: 
dim N(F(A’)*) = 0. 
De plus, dans ce cas: 
N(F(f?)*) = @ N(d(l*“e”)*) @ ei’?. 
1E.l 
dim N(g(B)*) = \‘ dim N(F([2mei”)*). 
rf 
En effet, il sufflt d’utiliser au lieu du lemme 3 le fait suivant: 
Pour t < 0. t,G = xn., b,,Xn 0 eily E H’(T x S) peut s’krire sous la forme: 
3 = x v/, @ eily dans H’(T x S) 
avec y, = x:, b,,X, E H’(T), car on a 
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< (1 + z2)--IL (1 +A, +Z2)‘(b,,12 
n 
< (1 + Z2)-, c (1 + A, + I*)’ Ib,,12 
n,l 
(3) Dkmonstration du tht!orPme. (i) 3 (ii): Supposons que I’operateur 
$‘I(@: ZZ- ‘(~2 x S) -+ HS-2m(R x S) @ n’&,i HS-mj-1’2(T x S) est a indice. 
Alors l’operateur k?(0): n~~~HS-‘-“2(T X S) -+ nyzi H”-“I-“*(T X s) est 
a indice d’apres le resultat (III) (Ind a(0) = Ind d(e)). 
On en deduit: 
lo I1 existe un ensemble jhi Z de Z tel que 
dim N(d(Z2”e’e)) < co 
dim N(kT(Z2meie)) = 0 
si 1 E I, 
si 1 E Z\Z 
d’apres la proposition 4. 
2” Pour tout 1 E Z, l’image R(K(Z2”eie)) de ET(Z2”e’e) st fermie dans 
ny:,’ Hs-mj-1’2(T) d’apres le lemme 5. 
3” 11 existe un ensemblefini J de Z tel que 
codim R(&(Z2meie)) = dim N(d(Z2”eie)*) < co si EJ, 
codim R(K(Z2meie)) =dim ZV(B(Zzmeie)*) = 0 si IEZy 
d’apres la proposition 9. 
D’oti Ind U(Zzmeie) < co si 1 E Z UJ et l’operateur ‘%(Zzmeie) est bijectif si 
Z E Z\(Z U .Z) en utilisant les resultats (I), (II) et (III). 
On va demontrer que Ind %(A) = 0 pour tout A = r2”‘eie avec r > 0. 
Prenons A’ = lzmeie verifiant Z E Z\(ZUJ). Puisque l’inverse %(A’)-’ de %(A’) 
est continu de H”-2m(R)@ ny:i HS-mj-‘iz(r) dans HS-‘(0) d’apres le 
theortme du graphe fermb et que %(A) = %(A’) + ((A - A’) I, 0), on obtient 
alors: 
u(n)fl(A’)-’ =z+ ((A -A’)Z,O)U(2-’ 
l’operateur ((A - A’) I, 0) %(A’))‘: Hsp2”(f2) @ nJ?:t Hs-m~p”2(Z’) + 
ES-‘“‘(a) @ ny:i Hs-mj-“‘2(r) est compact, car I’injection: HS-‘(R) + 
Hs-*“‘(f2) est compacte d’aprts le theoreme de Rellich. On en deduit que 
Ind(‘U(A) %(A’) ‘) = 0, d’ou Ind %(A) = 0. 
11 reste a verifier qu’il existe une constante R’ > 0 telle que, si I’ = ZZmeie 
avec Z E Z et si ]A’ ( = 1”” > R’, on ait l’inegaliti (1) pour toute u E o(2l(A’)). 
Pour cela, on aura besoin dune variante du lemme de Peetre (cf. [8]): 
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LEMME 10. Soient X, Y et Z trois espaces de Banach tels que Xc Z 
acec injection compacte t soit (T, D(T)) un opkrateur linkaire et fermP de X 
dans Y. 
Alors les conditions suivantes sent Pquicalentes: 
(a) Le noyau N(T) de T est de dimension finie et I’image R(T) de 1 
est fermke dans Y. 
(b) I1 existe une constante C > 0 teile que, pour tout x E D(T), on air: 
I-& II C(lT4,. + i-+). 
Dt!monstration (d’apres J. Camus). (a) 3 (b): I1 resulte du theoreme de 
I’application ouverte (pour les operateurs non-born&) qu’il existe une 
constante c > 0 telle que, pour tout y E R(T), il existe x,. E D(7). avec 
Tk,. = .I’ et: 
Par ailleurs, soit X0 = N(7); X, est de dimension finie. par suite sur X,,, 
toutes les normes sont equivalentes, d’ou: pour tout x E D(T), on peut ecrire 
.Y = I?. + .Y:, avec x:. E X,, et y = TX,. = Tx: 
et 
puisque l’injection: X-t Z est continue, d’ou: 
(.Y/,~ < C((TxI,. + 1.~;~). 
(b) = (a): Sur X0 = N(T), on deduit de (b) que. pour tout x E A’,,. 
et I’injection: X+ Z &ant compacte, on en diduit que X0 est de dimension 
finie. 
Soit X, un supplementaire topologique de X0 dans X, i.e., X = X,, @ X, ; 
alors: D( 7) =X0 @ (D(T) f? X,). Montrons qu’il existe une constante c > 0 
telle que, pour tout x E D(T) f7 X, , on ait: 
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ce qui prouvera que R(T) est fermee dans Y: En effet, si (y,JncN est une suite 
convergente dans Y vers y avec y, E R(T), y, = TX,, x, E D(T) n-X,; on 
aura d’aprts (5) que (x,),~~ est de Cauchy dans X, done convergente vers x 
dans X, l’operateur T &ant fermi, on en deduit que: x E D(T) et TX =y. 
Pour montrer l’inegalite (5), on raisonne par l’absurde: Alors, il existe une 
suite x, E D(T) nX, avec ]x,(~ = 1 telle que TX,+ 0 dans Y quand 
n + +co. L’injection: X+ 2 Ctant compacte, on peut extraire une sous-suite 
kIlLeN convergente vers z dans Z; de plus d’apres (b) on deduit que la suite 
(x,&. est de Cauchy dans X, done convergente vers x dans X, il en resulte 
que x = z. L’opirateur T etant ferme, il en resulte aussi que x E D(T) et que 
Tx=O, i.e., xEX,. 
Par ailleurs, X, est ferme (facteur direct dans X) et (jcnk,Jk est une suite 
d’elements de Xi par construction et verilie: Ix,&, = 1 pour tout k; il en 
resulte que x E X, et 1 xix = 1, ce qui est absurde car x E X, r7 X, = {O}. 
c.q.f.d. 
En utilisant le lemme 10 avec X= W-‘(R x S), Y = ZFJm(Q x S) @ 
n?:, Hs-mj-“2(T x S), Z = L2(R x S) et T= a(0), on voit qu’il existe une 
constante c(0)-> 0 dependant de 0 telle que, pour toute z? E D@(e)), on ait: 
En prenant zi(x,y) = u(x) @ eily pour u E D(21(lzmei”)) (I E Z) et en utilisant 
l’intgalite (4), on deduit de (6) que, pour s > max(2m, m, + 1, m, + l,..., 
+ l), il existe une constante R’ > 0 telle que, si A’ = Z2meie avec 
zzi\n’ ) = lZm > R’, on ait l’inegalite (1) pour toute u E o(‘?I(n’)). 
1 E Z 
(ii) =c (i): Supposons que l’assertion (ii) est vraie. D’apres les resultats 
(I), (II) et (III), on obtient alors: 
1” L’operateur a(n): nyzi Hs-j-3’2(Z) + ny:t HS-mj-112(Z) est 
d’indice zero pour tout 1 = r2me’0 avec r > 0. 
2” g(k’) est bijectif pour tout II’ = 12”‘eie verifiant 1 E Z et (A’1 = 
lZm > R’. 
D’oi dim N(d(f3)) < co d’apres la proposition 4 et codim[R(g(@)] = 
dim N($(e)*) < co d’apres la proposition 9. Ici [R(g(e))] designe la 
fermeture de l’image R(b(0)) de g’(e) dans ny:t Hs-“jel’*(r x S). 
Montrons que l’image R(d(0)) est fermbe. On obtiendra ainsi que 
l’opbrateur k?(0) et par consequent l’optrateur a(0) est a indice. 
En utilisant le lemme 10 avec X= ny:i H”-‘-3’2(r x S), Y = 
JJ!!;’ Hs-“j-‘/2(r x S), Z = ny:ol L2(r x S) et T = f?(B), il suffit de 
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montrer qu’il existe une constante c(0) > 0 dependant de 6’ telle que. pour 
toute @E D(T(B)), on ait: 
Notons ici que l’inegalite (7) est equivalente a l’inegalite (6) (cf. 110. 
theoreme 2.21). 
Posons I = (I E Z; I”” < R’}. Puisque F(,I’)(A’ = 12”‘eiR) est d’indice zero. 
on deduit du lemme 10 qu’il existe une constante C,(B) > 0 indkpendant de 
IE I telle que, pour toute q E D(B(A’)), on ait: 
car I est un ensemble fini. En utilisant I’inigalite (4), on obtient alors: 
pour tout 1 E I. 
D’autre part, on voit d’apres (4) que l’intgalite (1) equivaut a: 
pour tout I E Z\I. En posant u = P(L’) ~1 avec v, E O(“-(A’)) (A’ = 12”‘eie) t 
en utilisant la relation (3) on en deduit: 
pour tout I E Z\Z. En effet, il suffn de remarquer que le noyau de Poisson 
m est un isomorphisme algebrique et topologique de 
rJy:‘--o’ H’-j-- 3’2(1- x S) sur {~,~HS~‘(nxs);1?,~=OdansB~S}. 
Soit $ E q?(e)). Puisque @ peut s’ecrire sous la forme: 
m-l 
(p’ = \‘ qr @ eily 
Ei 
dans 11 H5+-3’2(T X S) i=O 
avec o, E LI(F(A’)) d’aprbs les lemmes 2 et 3, on diduit des inegalites (8) et 
(9) we 
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D’ou l’inegalite (7). 
Le theoreme st ainsi dimontre. 
3. DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 
(i) =s- (ii): (1) On va demontrer d’abord que, si o(%(@) c H”-’ +“(Q X s) 
pour 0 < 6 < 1 et si l’operateur 
m-1 
Q(O): Hs-‘ts(i2 x S) --P HS-‘“‘(R x S) @ n HS-“‘j-“*(rx S) 
j=O 
est a indice, on a: 
lo Pour tout A = rzmeie avec r>O, D(?I(A)) c Hs-‘+“(J2) et 
I’optrateur ‘?I@): H”- r + “(52) + HS-2m(Q) @ ny;t HS- mj-1’2(Z) est d’indice 
zero. 
2” I1 existe une constante R’ > 0 telle que, pour tout A’ = 12meie 
vhifiant 1EZ et )A’ I= 12m > R’, l’optrateur %(A’): Hs-” “(0) --$ 
fp- *m(a) @ ny?i Hs- mj- l/* (I”) soit bijectif et que l’on ait I’inegalite (2) 
pour toute u E o@S(k’)). 
Demontrons le resultat lo: Puisque 
~T~(t.4 @ eiry) = (A + Izmeie) 24 @ eily, 
B(u 0 eiC”) = Bu @ ei’y 
pour toute u E D(U(Z2mei”)) (I E Z), on obtient d’apres l’inegaliti (4) que, si 
D@(e)) c Hs-I+“@ x S), on a: 
D(%(12meie)) c H’-‘+‘(Q). 
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D’ou le resultat lo d’aprbs le thioreme, car par definition le domaine 
o(%(A)) ne depend pas de A. 
Demontrons le resultat 2’: En utilisant le lemme 10 avec X := 
H' ' +yfl x S), y = fI-*yi2 x S) @ JJ-; H-qr x S), z= 
L*(R x S) et T= a(0), on voit qu’il existe une constante c(S) > 0 dependant 
de 0 telle que, pour toute U’E D@(8)), on ait: 
En prenant r?(x. JV) = u(x) @ eily pour u E ~(%(lzmeiH)) (I E Z) et en utilisant 
l’inegalite (4), on deduit de (10) que, pour s > max(2m, m, + 1, m, + I...., 
m m-, + 1 ), il existe une constante R' > 0 telle que, si A’ = 12”‘eie avec 1 E Z 
et si iA’/ = i2m > R', on ait l’inegalite (2) pour toute u E D(%(n’)); par conse- 
quent l’operateur 2I(A’) est injectif et done surjectif, car Ind ‘ZI(A’) = 0 d’aprts 
le resultat 1”. 
(2) Demontrons qu’il existe une constante R > R' > 0 telle que, si 
l=rZmeie avec r>O et si IA.)=rZm > R, on ait pour toute WE W(A)) 
veritiant Bw = 0 sur r: 
/I #,, l.acr,j + /A/(sm’is”m IIM:J/:z,~~) 
< C,(B)(I((A + 1) w/l&qn) + I;l/(s-2”r”m ll(A + n) wll:?,~J (1 1) 
avec une constante C,(0) > 0 dependant de 6. 
Prenons CE C?(R) telle que 0 < {< 1 et supp cc [n/3. .57r/3 I. Notons 
alors que Z(X,~) = w(x) @ i(y) eiry E D@(B)) et que BG = 0 sur r x S. En 
utilisant la forme explicite de z,G: 
‘Tp b? = (A + rzmeiw) w(x) @ [(J’) e”” 
et l’inegalite (4), on deduit de (10) que, si i/1( = rzm > 1, on a pour toute 
~3 E D(‘u(A)) verifiant Bw = 0 sur p 
/I Il,$,\ I .“,I), + I~/+ ‘+s)lm /I M*ll:qn, 
< C,(O) (!I(‘4 + A) wl& :m(()) + IAJ” 2mbm !\(A t ;I) Nl;w, 
+ IAl (2m-‘vm 1) wji;,- ZrnCG) + 11 J(s-“!m /I wII:qI))) (121 
avec une constante C,(B)’ > 0 dependant de 0. 
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En effet, il s&it de remarquer que, pour toute r E C?(S) virifiant 
supp r c [n/3,5n/3], on a (t E R): 
leirY7(~l~f~s, = I( 1 - 8/i$2)y2 (e%( y))l&, 
.+‘X 
= 
I (1 -I- v21f IWI - 4l’ drt -cc 
.i 
.+a, 
= (1 + (v + $1’ lYa>l’ dv 
-a: 
et que, pour t > 0, on a: 
1 
- r2’ - (1 t V2)( < (1 + (y t f)*y 
4’ 
< 4’[ (1 + $)’ + 2’). 
D’autre part, en utilisant les inegalites d’interpolation (cf. 121): 
IAl (2m- ““” 11 u ((~“4yQ) 
G Csmr-‘(R~ + 14~s-*Mm II4lZ2cn,)~ u E H”-‘(R) 
et 
C,(6)’ Ia\(2m-‘)‘m /I W11;r-2m(*) 
< f II Wll#$-lib(Q) -t- C,(S)” jpp- ‘Mm ll~ll~q~), 
avec une constante C,(B)” > 0 dipendant de B. 
(13) 
(14) 
Portant (14) dans (12), on deduit que, pour 0 < 6 < 1, il existe une 
constante R > 0 telle que, si IL1 = rZm > R, on ait I’inegahtt (11) pour toute 
w E II(‘?I(A)) vtrifiant Bw = 0 sur r. 
(3) D’aprks l’inegalitc (1 l), on voit que, pour tout A = rZmeie verifiant 
r > 0 et jh] = r2* > R, I’opirateur %(/I) est bijectif, car Ind %(A) = 0 d’aprks 
Ie resultat 1” de la premikre &ape. 
II reste i verifier que, si 1111 = rzm > R, on a l’inigaliti (2) pour toute 
24 E D(2l@)). 
Notons que la constante R’ peut etre choisie de telle sorte que R’ = l(B)*“’ 
pour un entier Z(B) > 0. Pour tout A = rZmeie vcrifiant 121 = r2m 2 R, il existe 
alors un entier 2 2 l(8) tel que R’ < I’” < rZm < (2 + l)‘,. Posons A’ = lzmei*. 
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On obtient alors: 
Puisque /,I’ 1 = 1”” > R’, on obtient d’aprts le rksultat 2’ de la premibre &ape 
que, pour toute u E D@(A)), il existe t’ E ET’+ “(8) telle que (A + A’) c = 0 
dans R et Bc = Bu sur r et que 
m-l 
D’oti d’aprks (15): 
/ll’)l:,‘-l+arn) + I~l~S-‘+SMmII~Il:*(n, 
m-l 
< C(6)” \‘ (16) 
“//” 
()B,iuJ~r.m,.y2~r~ + /A/‘S-mJm “Z)‘m lBjul:qr.,) 
avec une constante C(S)” > 0 dkpendant de 6’. 
D’autre part. en posant w = u - t’ et en utilisant les indgalitks (15) et (13), 
on dkduit de ( 11) que 
D’oti d’aprks ( 16): 
avec une constante C(B)“’ > 0 &pendant de 0. 
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D’apres (16) et (17), on a l’inegalite (2). 
(ii) =F- (i): La demonstration est la m&me que celle du thtortme au 
paragraphe 2, mais en remplacant les espaces W-‘(Q), ny:,i H”-j-3’2(ZJ, 
R-‘(Q X S) et ny:i Hs-jm3’*(rX S) par les espaces W-‘+s(0), 
nyv; fyj-3/2+s (I’), HS-‘+“(a x S) et ny:,’ HS-jp3’*+‘(T X S) respec- 
tivement et en utilisant l’inegalite (2) au lieu de l’inegalite (1). 
Le corollaire est ainsi demontri. 
4. APPLICATION (m= 1) 
Dans le cas m = 1, en utilisant une caracterisation de la sous-ellipticiti 
pour les operateurs pseudo-differentiels due a Egorov [3] et a Hormander [7] 
(cf. theoreme 12), on peut donner une condition ne’cessaire et sujjisante pour 
que, pour 0 < 6 < 1, l’operateur k?(e): Hsd3’*+‘(r x S) + HS-“o-1’2(T x S) 
et par consequent l’operateur a(S): HS- ’ +‘(Q x S) -P H’-*(O x S) @ 
HS-“‘o-“*(T x S) soit a indice. Ici m, = l’ordre de B. Comme exemple, on va 
considbrer le probleme de la derivee oblique ci-dessous. 
EXEMPLE. Soit 
A = t #(x) 
i,j=l 
& + k b’(x) $ + c(x) 
1 I i=l I 
un operateur differentiel uniformement elliptique du second ordre i coef- 
ficients C” reels sur fi tel que: 
et 
a”(x) = a”(x), x E R, 1 <i,j<n 
k a’+> ti<j > CIJ 1 Tl*, x E fi, t = (t, , tz ,..., <,,I E R” 
i,j= L 
avec une constante c0 > 0. On etudie le probleme de la dkriue’e oblique 
suivant: 
I 
(A + n> u =f dans Q, 
BuFa$+au+bu =# 
(+I 
sur r, 
r 
Oil 
- a et b sont des fonctions a valeurs rtelles et P sur P, 
-a est un champ de vecteurs reel sur P, 
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- i‘i/A est la dkride conormale associke i la matrice (a”(x)), ci,;i ,,: 
% 1 n ‘1 T aijn,L 
;jv = (-&= l a’Gzinj)“2 i.;, ’ %Xi ’ 
(n,, II? . . . . . n,) &ant la normale unitaire exttkieure i f. 
Cela &ant. voici le thiorime qui fait I’objet de ce paragraphe: 
TH~OR~ME 11. Soit s > 2. Les assertions suirantes sont tfquivalentes: 
(i) Pour tout 0 < 0 < 271, il existe une constante R > 0 d&pendant de 
H telle que, pour tout 1 = r’e” vtfrifiant r > 0 et /A i = rZ > R, leproblime (+) 
admette une solution unique u dans H”- ” “(0) (0 < 6 ,< 1) pour toutes 
j’E H’- ‘(f2) et m E H’-“‘(T) et que I’on ait: 
< C(0)(llfll~,,~z~R) + IA/‘--’ llfllfz,n, + lOIf,, ,?,,) + :i-i‘ ‘,’ 19if.,r,) 
avec une constante C(0) > 0 de’pendant de 8. 
(ii) L’hjlpothSse (H)& est satisfaite. 
(H), Le champ de vecteurs a est non nul sur r, = (x’ E T;a(x’) = 0) et. le 
long de la courbe intkgrale x(t, xi) de CY passant par xt, E I- quand t = 0, la 
fonction: I + a(x(t. XL)) a des z&os d’ordre ‘pair < 2k et 6 = li( 1 + 2k). 
Remarque. Notons que I’hypothke (H)d implique que la fonction a ne 
change pas de signe sur ZI On peut aussi ktudier le cas oti k = +~o (i.e.. 
6 = 0), mais oti la fonction a ne change pas de signe sur r, en utilisant la 
thlorie des opkrateurs intlgraux de Fourier 1 phases complexes de Melin et 
Sjiistrand [9] et une caractirisation de l’hypoellipticitt avec perte d’une 
d&iv&e par rapport au cas elliptique pour les optrateurs pseudo-diffkrentiels 
A caractlristiques doubles due i Hiirmander [6] (cf. [ 111). 
Dhmonstration du tht!orZme 1 I 
En raisonnant comme dans la dkmonstration de la proposition 1 avec 
f -= s ~~ 1 + 8. on voit que les assertions suivantes sont kquivalentes: 
(a) D@(S)) c H’+’ “(a x S) pour 0 < 6 < 1 et l’opitrateur 
B(e): H‘ ’ + “(0 >( S) --t W ‘(Q x S) @ HS 3’2(r x S) est A indice. 
(b) D(yT(6))) c HA-“*’ *(rx S) pour 0 i 6 < 1 et I’opkrateur z(B): 
H‘ 3 ” “(I‘ x S) ---) H’--“‘(T x S) est i indice. 
On est alors amenir B ltudier l’oplrateur pseudo-diffkentiel F((H) = BP’(e): 
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du premier ordre sur le bord r x S. Ici p(0) est le noyau de Poisson du 
probleme de Dirichlet pour l’opkateur & = (A - eie a2/ayz): 
&P(e)+0 dans 0 x S, 
m $1 rxs=@ sur TX S. 
Rappelons que 0 < 0 < 271. De plus, l’assertion (b) est equivalente a: 
(c) Les operateurs pseudo-differentiels F(6) et T(Q)* sont sow- 
elliptiques sur r x S, i.e., pour tout s E R, il existe des constantes c, > 0 et 
e > 0 telles que 
Demontrons (b) =S (c): En utilisant le lemme 10 avec X = 
ZIF~‘~+~(~ x S), Y = H”-3’2(r x S), Z = H’-“*(r x S) et T = E?(O), on 
obtient l’inegalite (18) pour toute 6 E Coo(r x S), car par definition 
W>l Cw- X.7) = w>* D e meme, en appliquant le lemme 10 a l’adjoint b(0)* 
de g(8), on obtient I’inegalite (IS)* pour toute I,? E C”(TX S), car 
09* I cm(rXS) = ?‘(f?)* d’apres la demonstration du lemme 6. 
Dimontrons (c) + (b): En vertu de la remarque qui suit le lemme 1.4.5 
de [5], on voit que, pour toute 6 E 0(&?(e)), il existe une suite 
i@jljsN c Coo(T X S) telle que ej -+ $ dans w-“*(T X S) et F(6) ~j + F((e) 6 
dans HSe3”(T x S) lorsque j-1 +co. D’aprts l’inegalite (18), on en deduit 
que q E HS-j/2+6 (T x S) et QTj -+ $ dans HS-3’2 “(T x S) lorsque j + +co; ce 
qui montre que D(b(0)) c H”- “’ +’ ( r x S) et que l’inegalite (18) est encore 
vraie pour toute @E D($(B)). D e mtme, on deduit que l’inegalite (IS)* est 
encore vraie pour toute $ E D(w(8)*). En utilisant le lemme 10, on voit que 
l’opkateur f?(e) est i indice. 
L’assertion (c) permet d’utiliser le theoreme suivant dfi a Egorov [3 ] et B 
Hormander [ 71: 
THBOR~ME 12. Soit P un ophateur pseudo-dl@rentiel classique d’ordre 
m dans un ouvert Q de R”, de symbole principal p”(x, 0. 
Alors les conditions suivantes sont kquivalentes: 
(i) L’ophateur P est sous-elliptique dans Q, i.e., pour tout compact 
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K c LI et tout s E R, il existe une constante C,., et 6’ uhrifiant: 0 < 6’ < I 
tels que, pour tome u E C?(K), on ait: 
(ii) ( 1) Si grad,,C Re p”(x,,, p) f 0, alors au tioisinage de (x0. <“) la 
.fonction Im p’(x, 0 ne change pas de signe de + a - en cas de mout’ement 
dans le sens positif le long de chaque bicaracteristique nulle de Re p”(x. <); si 
grad.,,[ Re p’(x”, to) = 0, alors Rep’(x, <) ne change pas de signe de -- a + 
en cas de mouuement dans le sens positty le long de chaque bicaracteristique 
tulle de Imp”(x, <) au voisinage de (x0, lo). 
(2) Soit k,(x, {) le plus petit entier k pour lequel 
..I H;“rHfrpour des multi-indices (I = (a,, uz,..., a~ 
alors: 
k=supk,(x,r)< 00 pour(x,<)Er”R\O et iTI= 1 
De plus, duns ce cas, 6’ = k/( 1 + k). 
Pour appliquer le theoreme 12 aux opirateurs pseudo-differentiels F(0) et 
F(0)*. on va calculer le symbole principal de p(g). 
Soit (x’, C,.Y, q) = (x,, x2 ,..., x,-, , [, , C$ ,..., <,-, , Y. V) des coordonnees 
locales du fibre cotangent r”T x T*S = F(T X S). Alors le symbole prin- 
cipal j,(x’. r, .v, q) de I’operateur pseudo-differentiel I?(8) = (5/&)(&6))l, , 5 
est donne par (cf. (5 I): 
p’, (x’. 5’. .l’. rJ) 
((It 1’ -,u$)~ + v2ty4)‘12 + (ic 1’ - puy’) I,.’ = 
I 2 1 
- &Tsgnv [ 
((Ir’12 -ptf*y + t+J)‘~‘- #I2 -p$) Ii2 (19) 
2 1 ’ 
0i1 e” = y + fir et it/ est la longueur de c par rapport a la metrique 
riemannienne de r induite par la metrique riemannienne (a,Jx)), Bi,,c,, de 
R”. (a,Jx)) etant la matrice inverse de (a”(x)). 
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D’apres (19), on voit que le symbole principal 7,(x’, c,y, q) de 
F(e) = d?(8) + a + b est Cgal a: 
f,(x’, r’, y, rt) = a(Y) Re$,(x’, r’, Y, v) 
+ fl (20) 
oti aj (1 <j < n - 1) est une composante de a. 
En utilisant le theoreme 12, on obtient alors: 
(d) Les operateurs p(0) et F(e)* sont sous-elliptiques ur r X S si et 
seulement si l’hypothese (H)8 est satisfaite. En effet, il suffit de remarquer les 
faits suivants: 
’ Dans la condition (ii) du theoreme 12, on peut remplacer Rep” 
(resp. I:, p”) par Im p0 (resp. -Rep”), en considerant l’operateur -\/--i-P 
au lieu de P dans la condition (i) du theoreme 12. 
2’ L’ensemble caracteristique 2 de F(0) est egal a: 
c’= (~‘,rl,y,q)E (r”rx rlxS)\O;a(x’)=Oet 
1 
n-1 
c a’(x’) tj= 0 
i= I t 
d’aprts (20), puisque, pour 0 < 13 < 27c, i.e., pour p # 1, on deduit de (19) que 
ReA(x’, r’,~, S> 2 ww I2 + ~*)l/* sur r*rx FS 
avec une constante FO(0) > 0 dependant de 0. 
3O Puisque 
on voit que 
/aI n-1 
= v 
!z ( 
r aj(x’) -&) k (a(x’>> t;,(x’. r’, Y, rl) SW 2 
j=l I 
avec Ek E O(((FT x rCS)\O). On en deduit que la condition (2) du 
thioreme 12 est satisfaite si et seulement si: 
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Le champ de vecteurs a est non nul sur r,, = (x’ EC a(Y) = 01 et, pour 
tout point x’ de r,, il existe un entier k = k(x’) > 0 tel que 
( 
n-1 
\‘ ai -& k (a(,~‘)) # 0 
,?I j / i 
et 
sup k(x’) < co pour .Y’ E r;,. 
4” Si a est non nul sur r,, on a: 
grad .r,,t’.y.tl Im i;(x’, r’,.k v) f 0 sur 27. 
5” Dans r,,, la courbe bicaractlristique de Im f, coi’ncide avec la 
courbe intigrale de a. 
6” Le symbole principal de f(d)* est irgal h 5. 
On a ainsi dlmontrl que l’assertion (a) est vraie si et seulement si 
I’hypothkse (H), est satisfaite. D’oti le thkortme 11 d’aprts le corollaire. 
c.q.f.d. 
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